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Una idea intuitiva

Nuestro préposito sera el de dar significado a la siguiente expresion

cierto numero, llamémosle |.”

«Or «Fr o« y A= Q>

“Si x (la variable) tiende hacia a (un valor fijo), f(x) tiende hacia
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Una idea intuitiva

Nuestro préposito serd el de dar significado a la siguiente expresidn

cierto numero, llamémosle |.”

«Or «Fr < >« > Q>
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Hacer que x tienda hacia a



Limites

Nuestro préposito sera el de dar significado a la siguiente expresion:

Hacer que x tienda hacia a +> la distancia entre x y a es cada vez
mas pequena

V.M. Jiménez Limites 5/30



Una idea intuitiva

Nuestro préposito serd el de dar significado a la siguiente expresidn

cierto numero, llamémosle |.”

“Si x (la variable) tiende hacia a (un valor fijo), f(x) tiende hacia

Hacer que x tienda hacia a +> la distancia entre x y a es cada vez
mas pequefia — Hacer ||x —a|| mds y mas pequefia.

«Or «Fr < >« > Q>



Limites

Una idea intuitiva

Nuestro préposito sera el de dar significado a la siguiente expresion

cierto numero, llamémosle |.”

“Si x (la variable) tiende hacia a (un valor fijo), f(x) tiende hacia

Hacer que x tienda hacia a +> la distancia entre x y a es cada vez
mds pequefia — Hacer ||x — || mds y mas pequena.
f(x) tiende hacia |

V.M. Jiménez

Limites



Una idea intuitiva

Nuestro préposito serd el de dar significado a la siguiente expresidn

cierto numero, llamémosle |.”

“Si x (la variable) tiende hacia a (un valor fijo), f(x) tiende hacia

mas pequefia — Hacer ||x — || mas y mas pequena.

f(x) tiende hacia | +— ||f(x) — || mds y mas pequeiia.

«O>» B> «=r «=)» DA

Hacer que x tienda hacia a +> la distancia entre x y a es cada vez



Limites

Una idea intuitiva
Nuestro préposito sera el de dar significado a la siguiente expresion:

“Si x (la variable) tiende hacia a (un valor fijo), f(x) tiende hacia
cierto nimero, llamémosle |."

Hacer que x tienda hacia a +> la distancia entre x y a es cada vez
mds pequefia — Hacer ||x — || mds y mas pequena.

f(x) tiende hacia |

Luego, la frase anterior se traduce en::

“Se puede conseguir que ||f(x) — || sea tan pequefio como se
quiera, con tal de que ||x — al|| sea suficientemente pequefio”
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Una idea intuitiva
Nuestro préposito sera el de dar significado a la siguiente expresion:

“Si x (la variable) tiende hacia a (un valor fijo), f(x) tiende hacia
cierto nimero, llamémosle |."

Hacer que x tienda hacia a +> la distancia entre x y a es cada vez
mds pequefia — Hacer ||x — || mds y mas pequena.

f(x) tiende hacia |

Luego, la frase anterior se traduce en::

“Se puede conseguir que ||f(x) — || sea tan pequefio como se
quiera, con tal de que ||x — al|| sea suficientemente pequefio”

Un pquItO mas riguroso... Hao
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Limites

Definicién (de Cauchy)

Sea f: V — V' una funcién entre espacios euclideos y a € V, f
tiene limite | en x = 4, si para cada ndmero real € > 0, existe otro

nimero real 0 de tal manera que
If (x) =1l <e
siempre que 0 < ||x — a|| < J. En este caso se escribe

lim f(x) = 1
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Limites

Definicién (de Cauchy)

Sea f: V — V' una funcién entre espacios euclideos y a € V, f
tiene limite | en x = 4, si para cada ndmero real € > 0, existe otro

nimero real 0 de tal manera que

If () =1l <e
siempre que 0 < ||x — a|| < J. En este caso se escribe

lim f(x) = 1

i Por qué espacios euclideos?
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Limites

Partiendo de la definicién dada, jcémo definirias los siguientes
limites?

lim f(x) =1

X—00

lim f(x) =1

x—>—00

lim f(x) = oo

lim f(x) = —oc0

X—a
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Limites

Limite en infinito

Sea f: V — V' una funcién entre espacios euclideos, f tiene limite
| en oo, si para cada niimero real € > 0, existe otro nimero real k de
tal manera que

If (x) =1l] <e

siempre que ||x|| > k. En este caso se escribe

lim f(x) =1
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Limites

Limite en menos infinito

Sea f: V — V' una funcién entre espacios euclideos, f tiene limite
|l en —o0, si para cada nimero real € > 0, existe otro niimero real k

de tal manera que

If () =1l <e

siempre que ||x|| < —k. En este caso se escribe

lim f(x) =1

x—>—00
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Limites

Limite infinito
Sea f: V — V' una funcién entre espacios euclideosy a € V, f
tiene limite oo en x = 4, si para cada nimero real k > 0, existe otro

numero real § de tal manera que
If () || >k
siempre que 0 < ||x — a|| < 8. En este caso se escribe

lim f(x) = o0
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Limites

Limite menos infinito

Sea f: V — V' una funcién entre espacios euclideosy a € V, f
tiene limite —oo en x = 4, si para cada nimero real k > 0, existe

otro nimero real § de tal manera que
If () || < =k
siempre que 0 < ||x — a|| < 8. En este caso se escribe

lim f(x) = —oc0

X—a
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Limites

Definicion

Sea f : R — R una funcién y a €, f tiene limite | por la
izquierda en x = a, si para cada ntiimero real € > 0, existe otro
numero real J de tal manera que

[1f(x) =1l <e
siempre que 0 < a — x < J. En este caso se escribe

lim f(x) =1

X—a -
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Limites

Definicién
Sea f : R — R una funcién y a €, f tiene limite | por la derecha
en x = a, si para cada nimero real € > 0, existe otro niimero real ¢

de tal manera que
1f (x) =1l <e

siempre que 0 < x —a < J. En este caso se escribe

xILI?* f(x) =1
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Limites

Otra aproximacién al concepto de limite... |

Pensaremos en una sucesién como en una ‘“correspondencia”’, de tal
manera que a cada niumero natural 7 se le asocia un elemento x, de
un conjunto X.
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Otra aproximacién al concepto de limite... )

Pensaremos en una sucesién como en una ‘“correspondencia”’, de tal
manera que a cada niumero natural 7 se le asocia un elemento x, de
un conjunto X.

i Otra forma de escribir esto?
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Limites

Definicién
Una sucesién es una funcién f : IN — X. Se escribe

f(n) = xy.

A la sucesidn asi escrita se le denota como (Xp),,cpy Y Xn €S el
término general de la sucesion.
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1 111
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Se dice que una sucesion (X;),cp €S
Creciente:

<O «Fr < = o



Se dice que una sucesion (X;),cp €S

Creciente: si x,,, > x;, siempre que 117 > np

<O «Fr o« > = o



Limites

Se dice que una sucesioén (x;),cp €s:
Creciente: si x,, > x,, siempre que 1] > 71y
Estrictamente creciente:
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Se dice que una sucesion (X;),cp €S
Decreciente:
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Se dice que una sucesion (X;),cp €S

Decreciente: si x,,, > x;, siempre que 11 < 71

<O «Fr o« r 4= o
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Limites

Se dice que una sucesion (xn)ne]N es:
Decreciente: si x;,,;, > x;, siempre que 11 < 1y

Estrictamente decreciente: si x,,, > x;, siempre que
1’11 < an

Monétona: Creciente o decreciente.
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Se dice que una sucesion (X)), cp €sta:
Acotada inferiormente:

<O «Fr < = o




Limites

Se dice que una sucesién (xy), o esta:

Acotada inferiormente: si existe un k tal que x,, > k para
todo n.
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Limites

Se dice que una sucesién (xy), o esta:
Acotada inferiormente: si existe un k tal que x,, > k para
todo n.
Acotada superiormente: si existe un r tal que x, < r para
todo n.

Acotada: Acotada inferiormente o superiormente.
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Limites

Convergencia

Una sucesion (xy),cp € convergente con limite [, si para cualquier
numero real € > 0, existe un natural Ny tal que se cumple que

para todo 1 > Ny. Se escribe,

Iim x,, =1
n—oo
Oly
n— oo
(x”)nEIN l
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Limites

Divergencia

Una sucesion (xy), o €s divergente a oo, si para cualquier niimero
real k > 0, existe un natural Ny tal que se cumple que

|xn]| > k,
para todo 1 > Ny. Se escribe,

lim x, = o
n—oo

..o\

n — oo
(0.9)

(x”)nEIN
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Limites

Divergencia

Una sucesién (xy), oy €s divergente a —oo, si para cualquier niimero
real k > 0, existe un natural Ny tal que se cumple que

[xn|| < =K,

para todo n > Ny. Se escribe,

lim x,;, = —o
n—oo
OIY
n— oo
(x”)nEIN =6e
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Limites

Definicién (de Heine)

Sea f : V — V' una funcién entre espacios euclideos y a € V, f
tiene limite | en x = 4, si para cualquier sucesién (x,) convergente
a a, se verifica que la sucesién (f (x,)),cp tiene limite [.
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Limites

Definicién (de Heine)

Sea f : V — V' una funcién entre espacios euclideos y a € V, f
tiene limite | en x = 4, si para cualquier sucesién (x,) convergente
a a, se verifica que la sucesién (f (x,)),cp tiene limite [.

i Cudles serian las definiciones equivalentes cuando a é [ son infinito?
iy para los limites laterales?

iSabemos ahora resolver el limite de sen (%) cuando x tiende a 07 J
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Limites

Es importante notar que las propiedades de los limites dejan
exentos algunos caso

Propiedades de lo limites

Consideremos f y ¢ dos funciones con limites I; y I en x = c,
respectivamente:

imb=1">

X—C
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24 /30



Limites

Es importante notar que las propiedades de los limites dejan
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Limites

Es importante notar que las propiedades de los limites dejan
exentos algunos caso

Propiedades de lo limites

Consideremos f y g dos funciones con limites I y I en x = c,
respectivamente:

@ Sil1 y I, no son ambos infinitos de distintos signos,

lim (f (x) :|:g (x)) = ll 3E lz

X—cC
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Limites

Es importante notar que las propiedades de los limites dejan
exentos algunos caso

Propiedades de lo limites

Consideremos f y g dos funciones con limites I y I en x = c,
respectivamente:

@ Silyylr noson uno 0y el otro +o00,

lim (f (x) g (x)) = hl2

X—cC
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Limites

Es importante notar que las propiedades de los limites dejan
exentos algunos caso

Propiedades de lo limites

Consideremos f y g dos funciones con limites Iy y I en x = c,
respectivamente:

@ Sil; y b no son ambos 0 0 ambos infinitos,
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Limites

Es importante notar que las propiedades de los limites dejan
exentos algunos caso
Propiedades de lo limites

Consideremos f y ¢ dos funciones con limites I; y I en x = c,
respectivamente:

}g_}rrl (mg(x)) =m2, m>0
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Limites

Es importante notar que las propiedades de los limites dejan
exentos algunos caso

Propiedades de lo limites

Consideremos f y g dos funciones con limites I; y I en x = c,
respectivamente:
@ Si no es ninguno de estos casos: [1 =1yl =00, =00y
12:0, lleyZZ:O,

lim (f (x)g(x)> =12, >0

X—cC
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Algunos ejemplos
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Limites

Ejercicio
Calcula los siguientes limites:

°
lim 527 — 1
x—00 x2 + 2x
°
lim x* =9
x3x2—5x+6
°

Ll (3 +2x>

V.M. Jiménez Limites
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i Qué ocurre con los casos que excluimos en las propiedades
de los limites?
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i Qué ocurre con los casos que excluimos en las propiedades
de los limites?

A estos casos se les suele llamar indeterminaciones.
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i Qué ocurre con los casos que excluimos en las propiedades
de los limites?

A estos casos se les suele llamar indeterminaciones.

Propiedades de lo limites

Consideremos f y ¢ dos funciones con limites [ y I en x = c,
respectivamente:

@ Caso oo — oo:

lim (f (x) +g (x)),

X—C

sily =ocoyly = —oc0.
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i Qué ocurre con los casos que excluimos en las propiedades
de los limites?

A estos casos se les suele llamar indeterminaciones.

Propiedades de lo limites

Consideremos f y ¢ dos funciones con limites [ y I en x = c,
respectivamente:

@ Caso 0 - oco:

lim (f (x) g (%)),

X—cC

Si11:0y12::|:oo.
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i Qué ocurre con los casos que excluimos en las propiedades
de los limites?

A estos casos se les suele llamar indeterminaciones.

Propiedades de lo limites

Consideremos f y g dos funciones con limites I; y I en x = c,

respectivamente:

e Caso 8:

Sillzlzzo.
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i Qué ocurre con los casos que excluimos en las propiedades
de los limites?

A estos casos se les suele llamar indeterminaciones.

Propiedades de lo limites
Consideremos f y g dos funciones con limites I; y [ en x = c,

respectivamente:
lim (f (x)> ,
x—c \ g (x)
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i Qué ocurre con los casos que excluimos en las propiedades
de los limites?

A estos casos se les suele llamar indeterminaciones.

Propiedades de lo limites
Consideremos f y ¢ dos funciones con limites I y I en x = c,
respectivamente:

e Caso 0

lim ( f (x)8<">> ,

X—C

Sillzlzzo.
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i Qué ocurre con los casos que excluimos en las propiedades
de los limites?

A estos casos se les suele llamar indeterminaciones.

Propiedades de lo limites

Consideremos f y ¢ dos funciones con limites [ y I en x = c,
respectivamente:

@ Caso oo¥:

lim ( f (x)g(x)> ,

X—C

sily = ooyl =0.
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i Qué ocurre con los casos que excluimos en las propiedades
de los limites?

A estos casos se les suele llamar indeterminaciones.

Propiedades de lo limites
Consideremos f y ¢ dos funciones con limites [ y I en x = c,
respectivamente:

e Caso 1%:

lim ( f (x)g(x)> ,

X—C

Sillzlylzzioo.
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@ Para los tres ultimos caso se puede utilizar:

f (x)g(x)

_ (@) _ s)Ln(fx)).

V.M. Jiménez

Limites
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@ En el caso 2 con f (x) y g (x) polinomios, podemos dividir

ambos por x”, donde 1 es el maximo entre el grado de f (x) y
g (x). Andlogo, para el caso en el que f (x) y ¢ (x) sea
funciones exponenciales.

V.M. Jiménez
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@ jQué ocurre con 8 0. oo

V.M. Jiménez

Limites
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Hallar los siguientes limites:
°
lim
X—00
°

(\/xz—Z—\/x2+x>

o sen (x —

%)

x—7Z 2cos (x) — /3

«O» «Fr «=» < > Q>




Regla de Sandwich

Supongamos que se cumple que f (x) < g (x) < h(x) en un entorno

de ¢ (salvo, quiza, en el propio c) y

lim f (x) = limh (x) =1

X—C X—C

Entonces,

lim ¢ (x) =1

V.M. Jiménez Limites
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